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边坡稳定极限分析的单元集成法 
徐千军 1，李明元 2，陆  杨 1 

（1.清华大学 水沙科学与水利水电工程重点实验室，北京 100084；2.河南省交通规划勘察设计院，郑州 450052） 
 

摘  要：提出的单元集成法为采用塑性力学上限定理分析边坡的稳定性提供了一种通用性较强的手段。它采用类似于有限元

网格划分的方式离散边坡计算区域，并设定一个机动许可的滑动机构（包括滑裂面位置和速度场，它与网格划分方式无关），

在此滑动机构下可以很方便地计算每个单元贡献的外力功率和内能耗散率。把所有单元的能量相加就是滑坡体的总能量。然

后，根据上限定理求得安全系数，并通过非线性数学规划方法找到最小值。对于直线滑裂面或对数螺旋滑裂面的单滑块机制，

几个典型算例说明了该方法的有效性。 
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Upper bound limit analysis of slope stability by element integration method 
 

XU Qian-jun1, LI Ming-yuan2, LU Yang1 
(1. Key Laboratory for River Dynamics and Hydraulic Engineering, Tsinghua University, Beijing 100084, China; 

2. Henan Provincial Communications Planing, Survey & Design Institute, Zhengzhou 450052, China) 
 

Abstract: Element integration method provides a general approach for slope stability analysis based on the upper bound limit 
theorem in plasticity. Small triangle elements are used to discretize the slope media. A kinematically admissiable velocity field is 
supposed independed with the element meshing. Work done by the body forces, surface loads, as well as internal energy dissipations 
within an element are convenient to obtain under such a failure mechanism. The whole energy can be calculated from the energy 
integration among all the elements. The safety factor can therefore be solved from the upper bound limit theorem, and its minimum 
value can be obtained from optimization method. For single block mechanism, such as plane slip surface, or log-spiral slip surface, 
the validity of this method has been verified from three typical examples. 
Key words: slope stability; limit analysis; upper bound method; element; nonlinear programming 
 

1  前  言 

基于塑性上限定理的极限分析方法已被公认为

是一种进行边坡稳定分析的有效方法。该法有坚实

的理论基础，利用经典塑性力学的上限定理从上限

方向逼近真实解。在许多简单的问题中，其计算结

果都与工程中广泛采用的极限平衡法得到的结果相

同 [1]。上限分析的关键是构造机动许可的速度场 
（或滑动机构），并计算该速度场所对应的外力功率

和内能耗散率。如果定义边坡强度参数的储备为其

稳定安全系数，并设定外力功率和内能耗散率相等，

则可以通过求解一个标量方程得到安全系数。安全

系数的最小值可以通过对速度场的优化得到。对一

些简单的情况，许多学者研究了其可能的滑动机构

以及外力功率和内能耗散率的计算方法[1～3]，从而

给出最小安全系数的解析解，但对于比较复杂的工

程实际问题，解析方法就无能为力了。因为对于一

般的地形、地层和地下水位条件，不管是外力功率，

还是内能耗散率，都很难写出其数学表达式，在这

种情况下必须通过对边坡计算区域的离散，并采用

数值方法才能完成上限分析。目前主要的离散形式

有单元网格划分和条柱划分两种。 
有限单元法适应复杂边界条件的能力很强，并

且本身发展得比较成熟，因此将有限单元法和数学

规划法相结合求解极限载荷的上限和下限是一种非

常有效的方法。Sloan，Lyamin 和 Kim 等利用这种
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方法求解二维和三维地基的极限承载力问题[4～8]，

殷建华等则借助于刚体有限元和非线性数学规划来

评价二维和三维边坡的稳定性[9, 10]。这类方法能够

利用有限单元法对边界适应性强的优点，并且不需

要预先假定滑动机构，但这种方法以单元运动速度

作为未知量，对优化问题来说其计算量是很大的，

另一方面，刚体有限元法实际上假定了单元交界面

为破坏面，这在一定程度上决定了其计算结果与网

格的剖分方式的相关性。 
条柱划分是极限平衡分析中最常用的离散形 

式[11]。在它的启发下，Donald 和陈祖煜应用塑性力

学上限定理，从变形协调条件出发，通过斜条分建

立运动许可速度场，根据外力功率和内能耗散率相

平衡的原理确定安全系数，采用优化条分形式来优

化速度场，从而得到最小的安全系数[12, 13]。用这种

方法还能够进行三维边坡的稳定性分析[14, 15]。 
条分法的优点是计算量小，计算时需要输入的

数据较少，但采用条分法可能会给计算程序的开发

带来一定的困难。在千差万别的实际工程问题面前，

即使是很有名的条分计算程序也很难具有象有限元

分析软件那样的通用性。 
本文介绍的方法也是采用单元网格划分这种离

散形式，但仍需要预先假定滑动机构，后面的计算

过程更类似于条分法，它只适用于滑坡问题，不像

刚体有限元上限分析法那样还可以用到其它场合。

它只用到了有限元法的单元划分和单元编号规则，

而没有用到其它的东西，因此与有限元法或刚性元

法是完全不同的。为了避免产生误解，称之为“单

元集成法”。 

2  单元集成法的基本思想 

对于一个处于极限状态的边坡，假定坡体内存

在一个塑性区 * ，塑性区内各点达到屈服，且服

从 Mohr-Coulomb 破坏准则。在这一塑性区 * 及其

边界 * 上，如果由于某一外荷载增量导致一个塑性

应变速率 ij
 ，那么可通过塑性力学上限定理求解相

应于这一塑性变形模式的外荷载 *T 。如果令系统的

内能耗散率与外力功率相等，即 

* *

* * *
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上限定理指出相应于真实塑性区 的外设荷

载 T 一定小或等于 *T 。式（1）中， *V 为外荷载增

量引起的相应塑性位移速率（通常称为塑性速度）；

W 为塑性区的体积力，左边第 1 项为滑裂体 * 内的

内能耗散率，第 2 项为滑裂面 * 上的内能耗散率。

因此，极限分析上限解就是在许多可能的滑动机构
* 中寻找一个使 *T 最小的临界滑动机构。 
由于边坡通常并不受到表面荷载的作用，人们

通常也不是采用载荷因子，而是用强度参数的储备

来定义安全系数，即定义实数 F，使 
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满足下面的式（3），其中 c、分别为岩土体的凝

聚力和内摩擦角。 
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下标 e 表示其中的物理量都相应于折减后的 ec和

e；T 为设定的外荷，已不再是未知量；唯一的未

知量 F 隐含于 ec和 e中，可采用迭代方法求解。通

过优化滑动机构可以逼近最小的安全系数。 
利用塑性力学上限定理进行边坡稳定的极限分

析，需要首先构造机动许可速度场 *V ，在滑裂体上

按式（3）计算外力功率和内能耗散率，并全部相加。

在条分法和刚体有限元上限分析法中是通过条柱和

单元的划分来构造速度场的，同时，条柱和单元还

是进行能量积分的区域。如果把速度场的构造与条

柱或单元的划分分开处理，就是本文所提出的单元

集成法。这与流形元法中积分区域与插值区域可以

不一致的思想是类似的。 
图 1 所示是岩土边坡常见的两种基本滑动机

构：沿平面滑动或沿曲面滑动，实际情况往往是它

们的组合。如果是沿曲面滑动，对数螺旋面是一种

最优的选择[1]。当摩擦角为零时，对数螺旋面可以

退化为圆弧面。本文只讨论平面滑裂面和对数螺旋

滑裂面这两种基本的单滑块机构，暂不考虑多滑块

机构。 
 

 

(X0,Y0) 
0  0 

(X0,Y0) 0 

X 

Y 

 
(a) 沿平面滑动                   (b) 沿曲面滑动 

图 1  岩土边坡的两种基本滑动机构 
Fig. 1  Two basic failure modes of rock and soil slopes 

 
当边坡失稳时，滑裂体沿滑裂面滑动。对于一

个确定的滑动机构，滑裂体内每一点的运动速度是
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确定的；同时，滑裂面的位置以及滑裂面上每一点

的速度也是确定的。由于所划分的单元与滑裂体相

比面积很小，以单元形心处的速度乘以该单元的重

量并在重力方向上投影，就是重力对该单元所作的

功率，另一方面每个通过滑裂面的单元会与滑裂面

交出一条“微线段”，这条微线段处的速度与该微线

段长度以及凝聚力的乘积在该微线段方向上的投影

就是该微线段上的内能耗散率。对所有单元完成上

述计算后，把每个单元上的外力功率和内能耗散率

全部相加就得到了整个滑裂体的外力功率和内能耗

散率。令外力功率和内能耗散率相等，则可根据上

限定理求得极限载荷的上限。 
为了求得最小的极限载荷，需要对速度场（即

滑动机构）进行优化。在本文提出的单元集成法中，

划分的单元只用于能量积分，与滑动机构的构造无

关。这给单元划分带来了很大的灵活性。而滑裂面

位置调整以后，并不需要改变单元网格，只要求滑

裂面以内的单元根据其形心位置与滑裂面位置相对

关系的变化而把速度方向作出相应变化即可。按照

这个思想，在进行程序开发时只需要完成对一个形

状简单的单元（三角形或四边形单元）的操作，再

对单元编号循环，就可以完成对整个滑裂体的计算

了。与条分法上限分析程序相比，其开发难度大大

降低，而通用性则大大增加了。 

3  对滑裂面的描述 

对单滑块的滑动机构，滑裂面可由 0X 、 0Y 和 0
确定。对平面滑裂面，( 0 0,  X Y )为平面上任一点， 0
为平面倾角；对螺旋滑裂面，( 0 0,  X Y )为旋转中心，

0 为初始旋转角。按图 1 所示建立直角坐标系，平

面滑裂面的方程为 

  0 0 0tanY Y X X          （4） 

对于螺旋滑裂面，在以旋转中心为原点的极坐

标系中，滑裂面上任意一点的旋转半径为 

  0 0exp tanR R             （5） 

式中  为该点处材料的内摩擦角； 为该点处的

旋转角； 0R 为初始旋转半径。当 0X 、 0Y 和 0 确定

后， 0R 是确定的。在直角坐标系下滑裂面的方程为 

0 cosX X R   ； 0 sinY Y R       （6） 

滑裂面方程确定后，根据它与一个单元的相对

位置判断该单元是否处于滑裂体内，决定是否需要

计算该单元的外力功率，亦可判断它与一个单元是

否有交点。若有交点则可以给出交点坐标，并计算

该单元对内能耗散率的贡献。 
从式（5）可以看出，当螺旋滑裂面通过内摩擦

角不同的两个地层时，其旋转半径会发生突变，因

而滑裂面在此处会发生偏转。Michalowski 曾对此 
问题进行过专门讨论[16]。在单元集成法中，由于单

元很小，而且每个单元都可以赋予特定的土性参数，

因此，设定 0X 、 0Y 和 0 以后滑裂面在穿过不同地

层时的偏转可由对数螺旋线方程自动体现，而且也

不会给程序计算带来任何麻烦。 

4  对孔隙水压力的考虑 

孔隙水压力是边坡稳定性分析中必须考虑的一

个重要因素。这里采取与 Michalowski 类似的处理

方法[3]，将孔隙水压力作为外力做功出现在能量平

衡方程中，求解边坡稳定的上限解。具体计算时，

假定流场的等势线铅直，滑裂面上某点处的孔隙水

压力与滑裂面在该点处的法线方向一致，其水头值

等于该点至浸润线与该点至坡外水位的铅直距离之

差。 

5  算  例 

根据以上讨论的方法，笔者编制了能够进行二

维边坡稳定性分析的程序 ULCEI。本文通过 Chen
给出的 3 个有解析解的算例[1]对该方法及程序的有

效性进行了验证。 
5.1  直立边坡 

考察图 2 所示的均质直立边坡。土体天然重度

  19 kN/m3，饱和重度 sat  20.4 kN/m3，内摩擦

角  30°，黏聚力 c  15 kPa。 
按文[1]中给出的计算公式，在坡内无水的情况

下直线滑裂面和对数螺旋滑裂面两种滑动机构下的

临界高度分别为 4.51 m 和 4.32 m（即在相应的坡高

下安全系数为 1.00）。如果采用与解析解相同的滑裂

面参数，ULCEI 的计算结果是：坡高 4.51 m 的直立

边坡在平面滑裂面的滑动机构下安全系数为 1.006，
坡高 4.32 m的直立边坡在螺旋滑裂面的破坏模式下

安全系数为 1.006，与解析解的相对误差均为 0.6 %。 
如果地下水位在坡顶，而坡外无水，文[17]得

出其在平面滑裂面的滑动机构下的临界高度为 
2.60 m。ULCEI 的计算结果是，在此坡高下的安全

系数为 1.005，与解析解的相对误差为 0.5 %。 
对于一个坡高 5.5 m 的直立边坡，坡内无水，

  19 kN/m2， c  0，  20°。按文[1]中给出的
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计算公式，在平面滑裂面的破坏模式下，其主动土

压力为 140.897 kN。ULCEI 的计算结果是，在此条

件下的安全系数为 0.995，与解析解的相对误差为

0.5 %。 
 

 

 
图 2  均质直立边坡 

Fig.2  A homogeneous vertical slope 
 
5.2  有坡角的斜边坡 

考察图 3 所示的均质、坡角为 60°的斜边坡。   
土体  19 kN/m3， sat  20.4 kN/m3，  20°， c   
15 kPa。若坡内无水，按文[1]中给出的计算图表，

在对数螺旋滑裂面的滑动机构下，临界高度为 
8.526 m。在此条件下，ULCEI 计算的安全系数为

0.979，与解析解的相对误差为 2.1 %。但由于文[1]
对这个算 例没有给出滑裂面的参数值，而且其临界

高度的值也是以曲线图的形式给出的，没有准确的

数值，所以不能由此断定单元集成法对斜边坡问题

的计算精度会有所降低。 
 

 
图 3  均质有坡角的边坡 

Fig.3  A homogeneous dip slope 
 
5.3  滑裂面通过斜边坡坡趾下方的滑动机构 

当内摩擦角和坡角都较小时，滑裂面可能通过

坡趾下方，如图 4 所示。其坡角为 15°，土体    
19 kN/m2， sat  20.4 kN/m2，  5°， c  15 kPa。 
若坡内无水，按文[1]中给出的计算图表，在对数螺

旋滑裂面的滑动机构下临界高度为 11.353 m。在此

条件下 ULCEI 计算的安全系数为 1.001，与解析解

的相对误差为 0.1 %。对这个算例，文[1]也没有给

出滑裂面的参数值，而且其临界高度的值也是以曲

线图的形式给出的，没有准确的数值。 
 

 

 
图 4  滑裂面通过斜边坡坡趾下方的滑动机构 

Fig.4  A homogeneous dip slope with the slip surface  
across the toe level 

6  结  语 

本文提出的单元集成法可用于边坡稳定性的上

限分析，其主要特点是单元网格只用于能量积分，

与滑动机构的构造无关。与优化变量数目较大的刚

体有限元上限分析方法以及应用有限单元法进行上

限分析的方法相比，本文方法具有更为简单有效的

优点。与条分法相比，单元集成法的计算时间稍长

（但一次计算的时间差别不明显），且需要用户输入

边坡计算区域的单元剖分信息，而换来的是积分计

算的精细、程序开发的简化以及通用性的提高。尤

其是在计算机软硬件水平高度发展、有限元分析技

术广泛普及的今天，许多工程师都熟悉有限元的网

格划分和数据格式，并且手头都有功能强大的有限

元前处理软件（如 ANSYS），可以非常容易地准备

一个有限元网格。在这种情况下，单元集成法的上

述缺点就不算突出了。 
为了考察单元集成法的有效性，本文只同有理

论解的几个简单例子作了比较，但它是一种基于单

元离散方式的计算方法，与有限元一样，能适应复

杂的边界和材料分区，因此对复杂的算例也是同样

有效的。 
本文只考虑了平面滑裂面和螺旋滑裂面两种基

本的单滑块滑动机构，但这种方法可以很容易地推

广到两滑块或三滑块的情况。对于三维问题，它也

是适用的，而且推广的难度并不大。 
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